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Muon (Jordan et al., 2024)：行列パラメータ向けの最適化手法直交化したモメンタムの方向に更新

LLM の事前学習で AdamW に代わる有力な手法
• スケーリング実験で効率を大幅に改善 (Liu et al., 2025)

• 派生版が Kimi K2 や GLM-4.5 などの最先端モデルの学習に採用
(Kimi Team, 2025; GLM-4.5 Team, 2025)

• 事前学習の体系的なベンチマークでトップクラスの性能 (Wen et al., 2026)

実用性は，直交化を安価に計算できるかどうかに依存
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3 / 45Muon の更新則
行列パラメータ Wt ∈ Rm×n と確率的勾配 Gt に対し：

Mt = βMt−1 + (1− β)Gt （モメンタム，M0 = 0）
Wt+1 = Wt − D polar(Mt) （D > 0）

thin SVD M = UΣV#（Σ ≻ 0）に対し，polar factor（直交化した M）は
polar(M) = UV#

写像 polar は特異ベクトルを保ち，正の特異値をすべて 1 に変換（0 の特異値は 0 のまま）
LLM の規模では，SVD による polar(M) の計算コストが過大
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4 / 45polar factor の計算：Newton–Schulz 反復
Newton–Schulz 反復 (Kovarik, 1970; Björck and Bowie, 1971)：行列積だけで polar(Y ) に収束する反復（∥Y ∥op ≤ 1 となるように正規化しておく）

Y ← 15
8 Y −

5
4(YY

#)Y + 3
8(YY

#)2Y

polar(Y ) = (YY!)−1/2Y の ε−1/2 を，ε = 1 まわりの 2 次 Taylor 多項式
p(ε) = 15

8 −
5
4ε+ 3

8ε
2 で置き換えた p(YY!)Y

特異値への作用：Y = UΣV# とすると
① (YY#)kY = UΣ2k+1V#

② 1 回の反復 Y '→ p(YY#)Y は，特異ベクトルを保ち，各特異値 x を
f (x) := x p(x2) = 15

8 x −
5
4x

3 + 3
8x

5 に変換
③ q 回の反復後は Yq = U hq(Σ)V#， hq := f ◦q 0 0.5 1

0

0.5

1
厳密な直交化

特異値 x（正規化後）

h
q
(x
)

q = 0
q = 1
q = 2
q = 3

Muon が実行するのは数ステップだけ：有限回の Newton–Schulz 反復
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5 / 45既存の Muon の収束解析
ほとんど全ての収束解析が目的関数の平滑性を仮定
• 多くの解析は Newton–Schulz 反復を厳密な polar factor で置き換える

(Li and Hong, 2025; Kovalev, 2025; Pethick et al., 2025; Shen et al., 2026)

• 有限回の Newton–Schulz 反復を考慮した解析も，これを近似誤差として評価
(Kim and Oh, 2026; Shulgin et al., 2026; Choudhury et al., 2026)

→ 厳密な polar factor に近いほど保証が改善



6 / 45既存の Muon の収束解析 (cont’d)

非平滑な関数ではどうか？ ReLU，max-pooling，!1 正則化，ヒンジ損失，絶対値損失

最適化アルゴリズムを更新方向 Xt = Wt −Wt−1 をオンライン学習器で決定するとみなす （後ほど解説，online-to-nonconvex-conversion）
モメンタム Mt の厳密直交化を用いる exact-polar Muon の更新は，

Xt+1 = −D polar(Mt) ∈ argmin
‖X‖op≤D

t∑

s=1

βt−s⟨Gs ,X ⟩

since −D polar(S) ∈ argmin‖X‖op≤D⟨S ,X ⟩ and Mt = (1− β)
∑

s≤t β
t−sGs

exact-polar Muon = follow-the-leader（FTL）
FTL のリグレットは線形になりうるため，停留点の保証なし

exact-polar Muon は，凸で Lipschitz な関数でも収束しない例が存在 (Parshakova et al., 2026)

Jiang et al. (2026)：学習器を置き換えた Pion と Leon を提案
→ Muon にない要素を追加し，有限回の Newton–Schulz 反復は対象外
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既存の解析：一方は有限回の Newton–Schulz 反復を誤差としか扱えず，平滑性が必要他方は非平滑な目的関数を扱えるが，Muon が実際に行う更新を置き換える

Muon が実際に使うのは，厳密な polar factor ではなく有限回の Newton–Schulz 反復

有限回の Newton–Schulz 反復は最適化にどのような影響を与えるか？有限回の Newton–Schulz 反復が誤差ではなく利点となる場合はあるか？
Muon は非平滑非凸な関数の停留点を見つけられるか？



8 / 45主結果
定理 (informal)目的関数 L は Lipschitz 連続（非凸・非平滑でもよい）で，不偏かつ有界な確率的勾配が得られるとする．このとき，Newton–Schulz 反復を
q = O(log(1/ε)) 回用いるモメンタム付き Muon を実行すると，
O(ρ−1ε−3 + ε−2) 個の確率的勾配で，(ρ, ε)-停留点が得られる．

0 0.5 1
0

0.5

1

q = 3

q = 1

特異値 x（正規化後）

厳密な直交化
厳密な直交化とのギャップ
0 での傾き

有限回の NS 反復は直交化の写像を平滑化
• 厳密な直交化 (q =∞) = FTL

• 反復なし (q = 0)
= FTRL with squared Frobenius norm

• 両者が釣り合うのは q = O(log(1/ε))

• 平滑な L でも（ほぼ）最適レートを達成
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9 / 45発表の流れ
1. はじめに
2. 問題設定
3. Online-to-nonconvex conversion（O2NC）
4. 一般のスペクトル写像に対する discounted regret

5. 有限回の Newton–Schulz 反復を用いる Muon

6. Newton–Schulz 反復以外の写像
7. まとめ



10 / 45問題設定と仮定
min

W∈Rm×n
L(W ) := Eζ∼D[%(W ; ζ)], m ≤ n

ただし %(W ; ζ) はデータ分布 D からのサンプル ζ での損失
仮定目的関数 L は微分可能で，”L := L(W0)− infW L(W ) <∞ とする．オラクルは各勾配評価点 W で，過去と独立な乱数を用いて次を満たす G を返す：

E[G | W ] = ∇L(W ), E[∥G∥2F | W ] ≤ Γ2, E[∥G −∇L(W )∥2F | W ] ≤ σ2

微分不可能な点がある場合は，ランダムな摂動で微分可能な代理関数に帰着（後述）
• このとき ∥∇L(W )∥F ≤ Γ で L は Γ-Lipschitz

• 平滑性（勾配の Lipschitz 連続性）の仮定なし



11 / 45微分不可能な点がある場合
仮定では L は微分可能だが，ReLU ネットワークなどでは微分不可能な点がありうる局所 Lipschitz な L なら，ランダムな摂動で微分可能な問題に帰着 (Cutkosky et al., 2023)：

L̂δ(W ) := EZ [L(W + δZ )], Z は Frobenius 単位球内の一様分布
• L̂δ は微分可能で Lipschitz：仮定を満たす（値を計算する必要はない）
• L̂δ の確率的勾配：Z を引き，W + δZ で元のオラクルを呼んだ出力 G でよい

E[G | W ] = EZ
[
∇L(W + δZ )

]
= ∇L̂δ(W ) W + δZ では確率 1 で L が微分可能

• L̂δ に対する半径 ρ ≥ δ の停留性（後述の (ρ, ε)-停留性）の保証は，
Cutkosky et al. (2023) と同様に，L に対する半径 2ρ の保証になる

Cutkosky et al. (2023) の注記：“In practice we suspect that such perturbation arguments are

unnecessary: intuitively an algorithm is unlikely to query a point of non-differentiability.”



12 / 45平滑性がない場合の停留性
平滑な場合の目標は ∥∇L(W )∥∗ ≤ ε だが，平滑性がないとこの目標は厳しすぎる：折れ曲がりの近くでは，最小点のごく近くでも勾配ノルムは ≈ 1 のまま （‖·‖∗：核ノルム）

L

W W ′

勾配 −1 と +1 の平均は 0
勾配はすべて +1

その点での勾配ノルム： W でも W ′ でも ≈ 1図示した近傍の勾配の平均： W では ≈ 0，W ′ では ≈ 1



13 / 45(ρ, ε)-停留点
点W が (ρ, ε)-停留点：期待値が W で W から平均的に距離が ρ 程度しか離れていないような分布をうまく選ぶことで，勾配の平均を ε 以下にできる
定義 (Jiang et al., 2026)

P(W ; ρ) :=
{
p : Rm×n 上の有限台の分布 ∣∣∣ EY∼p[Y ] = W , EY∼p∥Y −W ∥op ≤ ρ

}

点 W が (ρ, ε)-停留点であるとは，次が成り立つことをいう：
∥∇L(W )∥[ρ]∗ := inf

p∈P(W ;ρ)
∥EY∼p∇L(Y )∥∗ ≤ ε

• P(W ; ρ)：平均 W，W からの平均距離 ρ 以下の分布（前の図の 2 点分布など）
• Goldstein 型の緩和 (Goldstein, 1977)：一般の Lipschitz 関数では不可避 (Zhang et al.,

2020; Kornowski and Shamir, 2022)

有限台の制限は Jiang らの定義どおり（有限個のモーメント条件を保って有限台に置き換えられるので本質的ではない）



14 / 45平滑な場合の停留点との比較
平滑な場合の目標は ε-停留点：∥∇L(W )∥∗ ≤ ε

常に ∥∇L(W )∥[ρ]∗ ≤ ∥∇L(W )∥∗ なので，ε-停留点は (ρ, ε)-停留点 （W に全質量をもつ分布）

補題 ∥∇L(W )−∇L(W ′)∥∗ ≤ Lop∥W −W ′∥op（∀W ,W ′）ならば，
∥∇L(W )∥∗ ≤ ∥∇L(W )∥[ρ]∗ + Lopρ.

特に ρ = ε/Lop とすれば，(ρ, ε)-停留点は 2ε-停留点．
証明：任意の p ∈ P(W ; ρ) と Y ∼ p に対し
∥∇L(W )∥∗ ≤ ∥E∇L(Y )∥∗ +

∥∥E[∇L(W )−∇L(Y )]
∥∥
∗ 三角不等式

≤ ∥E∇L(Y )∥∗ + E∥∇L(W )−∇L(Y )∥∗ Jensen の不等式
≤ ∥E∇L(Y )∥∗ + Lop E∥W − Y ∥op ≤ ∥E∇L(Y )∥∗ + Lopρ 平滑性と E‖W − Y ‖op ≤ ρ

右辺の p についての下限を取ればよい
この事実は，後で平滑な目的関数を扱うときに使用
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∥∇L(W )∥∗ ≤ ∥E∇L(Y )∥∗ +
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∥∥
∗ 三角不等式

≤ ∥E∇L(Y )∥∗ + E∥∇L(W )−∇L(Y )∥∗ Jensen の不等式
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この事実は，後で平滑な目的関数を扱うときに使用



15 / 45本研究で解析する Muon

Input: momentum β → (0, 1), radius D > 0, operator-norm bound Gop > 0, depth q
M0 = 0, X1 = 0
for t = 1, 2, . . .:

receive Gt

Mt ← βMt−1 + (1− β)Gt momentum

Y ← Mt/Gop normalization

repeat q times:
Y ← 15

8 Y −
5
4 (YY

$)Y + 3
8 (YY

$)2Y Newton–Schulz step

Xt+1 ← −D Y (Wt+1 ←Wt − D Y ) next update

確率 1 で ∥Gt∥op ≤ Gop と仮定：∥Mt∥op ≤ Gop なので Mt/Gop の特異値は [0, 1]

Xt+1 = −DHhq(Mt/Gop), Hh(UΣV!) := U diag
(
h(σ1), . . . , h(σr )

)
V!

（UΣV$ は thin SVD）hq は f の q 回合成（[1,∞) 上で 1）．厳密な直交化は h(x) = 1{x > 0} に対応
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16 / 45発表の流れ
1. はじめに
2. 問題設定
3. Online-to-nonconvex conversion（O2NC）
4. 一般のスペクトル写像に対する discounted regret

5. 有限回の Newton–Schulz 反復を用いる Muon

6. Newton–Schulz 反復以外の写像
7. まとめ



17 / 45最適化手法をオンライン学習とみなす
最適化手法更新方向 Xt を選ぶ

Wt ←Wt−1 + Xt確率的勾配 Gt を得る

= オンライン学習器行動（更新方向） Xt を出す損失 X '→ ⟨Gt ,X ⟩ を受け取る損失 ⟨Gt ,Xt⟩ を被る
オンライン学習器の出力は実行可能領域上の点 Wt ではなく更新方向 Xt

online-to-batch ではオンライン学習器が実行可能領域上の点を出力
損失が L の変化に対応するのは 1 次近似 L(Wt)− L(Wt−1) ≈ ⟨∇L(Wt−1),Xt⟩ から
（O2NC で厳密な等式に）

既存の最適化手法は，既知のオンライン学習器に対応：モメンタム付き SGD はオンライン勾配降下法，Adam は discounted FTRL，
Muon（厳密な直交化）は follow-the-leaderいずれも小さな変更を含めた対応 (Zhang and Cutkosky, 2024; Ahn et al., 2024; Jiang et al., 2026)
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18 / 45Online-to-nonconvex conversion（O2NC）
O2NC (Cutkosky et al., 2023)：オンライン学習器に更新方向を選ばせ，リグレットの上界を停留性の保証に変換する枠組み
for t = 1, 2, . . .:

the learner chooses an update Xt , ∥Xt∥op ≤ D
update Wt ←Wt−1 + Xt

query a stochastic gradient Gt at W̃t ←Wt−1 + utXt ,
ut ∼ Unif[0, 1]

feed the linear loss X '→ ⟨Gt ,X ⟩ to the learner

X1
X2 X3

W0

W1

W2

W3

W̃1 W̃2 W̃3

勾配評価点 W̃t：線分上の一様ランダムな点

固定点 U（∥U∥op ≤ D）に対するリグレット
RegT (U) =

∑T
t=1⟨Gt ,Xt − U⟩

学習器から見ると，L の非平滑非凸性は予測不能な勾配列 (Gt)t として表れる平滑な場合は勾配の予測可能性を活用して良いレートが得られる
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19 / 451 ラウンドの厳密な等式
学習器が選んだ更新方向 Xt = Wt −Wt−1 に対し，勾配評価点 W̃t = Wt−1 + utXt（ut ∼ Unif[0, 1]）で確率的勾配 Gt を取得

X1
X2 X3

W0

W1

W2

W3

W̃1 W̃2 W̃3

線分に沿った基本定理 L(Wt)− L(Wt−1) =

∫ 1

0
⟨∇L

(
Wt−1 + u(Wt −Wt−1)

)
,Wt −Wt−1⟩ du

Xt の定義 =

∫ 1

0
⟨∇L

(
Wt−1 + uXt

)
,Xt⟩ du

ut は一様 = Eut ⟨∇L(W̃t), Xt⟩
Gt は不偏 = E

[
⟨Gt ,Xt⟩

∣∣ Wt−1,Xt
]

平滑性を仮定しなくても，損失 ⟨Gt ,Xt⟩ は L の変化量の不偏推定量：
E[L(WT )]− L(W0) =

∑T
t=1 E⟨Gt ,Xt⟩
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20 / 45リグレットの上界から勾配の平均の上界へ
U := −D polar

(∑T
t=1 Gt

)（事後的に最良の固定方向，∥U∥op ≤ D）に対し，定義より
∑T

t=1⟨Gt ,Xt⟩ = RegT (U) +
〈∑T

t=1 Gt , U
〉
= RegT (U)− D

∥∥∑T
t=1 Gt

∥∥
∗左辺の期待値は E[L(WT )]− L(W0) ≥ −”L なので

E
∥∥ 1
T

∑T
t=1 Gt

∥∥
∗ ≤

E[RegT (U)] +”L
DT

：勾配の平均はリグレットで抑えられる
OGD なら RegT (U) = O(

√
T ) で，右辺は T →∞ で 0 へ （この上界は U の選び方によらない）

評価点 W̃t は軌道全体に分布（互いの距離は最大 DT）一点での停留性には，直近のラウンドの勾配だけを平均
• ブロックに分けて平均 (Cutkosky et al., 2023)（付録のスライド）
• モメンタムの重み βt−s で平均 次のスライドから解説
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21 / 45モメンタムが小さければ停留点
重み qt,s := (1− β)βt−s/(1− βt)：和は 1，直近ほど重い（s = t で最大，過去ほど β 倍ずつ減る）

Mt

1− βt
=

∑

s≤t

qt,s Gs 直近の勾配の平均
W̄t :=

∑

s≤t

qt,s W̃s 直近の勾配評価点の平均
ρ

W̄t

勾配評価点（大きさ：重み qt,s）と平均 W̄t

停留性の分布：W̃s を確率 qt,s で選ぶ分布 p は，平均が W̄t，W̄t からの平均距離が
EY∼p∥Y − W̄t∥op ≤ 2D Es,s′∼qt,· |s − s ′| ≤ 4Dβ/(1− β) （隣接する評価点の距離 ≤ 2D）
D = (1− β)ρ/(4β) とすれば平均距離 ≤ ρ，すなわち p ∈ P(W̄t ; ρ)

雑音がない場合（Gs = ∇L(W̃s)）： ∥∇L(W̄t)∥[ρ]∗ ≤
∥∥∥
∑

s≤t qt,s∇L(W̃s)
∥∥∥
∗
=
∥Mt∥∗
1− βt

雑音 Es := Gs −∇L(W̃s) がある場合は右辺に (1− β)
∥∥∑

s≤t β
t−sEs

∥∥
∗/(1− βt) が加わる（補題で評価）あとは，ほとんどの時刻 t で ∥Mt∥∗ が小さいことを示せば十分
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22 / 45Discounted regret とモメンタムの恒等式
目的：∥Mt∥∗ を学習器のリグレットで抑える
定義 (Zhang and Cutkosky, 2024; Jiang et al., 2026)時刻 t での discounted regret：

Reg[β]t (D) := max
‖U‖op≤D

∑t
s=1 β

t−s⟨Gs , Xs − U⟩ 直近 ≈ 1/(1− β) ラウンドでのリグレット

Reg[β]t (D) =
∑t

s=1 β
t−s⟨Gs ,Xs⟩+max‖U‖op≤D

〈∑t
s=1 β

t−sGs , −U
〉

=
∑t

s=1 β
t−s⟨Gs ,Xs⟩+ D

1−β∥Mt∥∗ 双対性と Mt = (1− β)
∑

s≤t β
t−sGs

どの学習器でも D

1− β
∥Mt∥∗ = Reg[β]t (D) +

(
−
∑t

s=1 β
t−s⟨Gs ,Xs⟩

)

︸ ︷︷ ︸期待値は直近の L の減少量
モメンタムが大きいのは，直近で L が減少したか，discounted regret が大きいときだけ
L の減少は合計 ”L まで：リグレットが小さければ，モメンタムが大きい時刻は少ない
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23 / 45時刻についての和
目的：ほとんどの時刻で ∥Mt∥∗ が小さいことを，リグレットと ”L で示す① 時刻 t の恒等式に重み at := 1− β（t < T），aT := 1 を掛けて足す：

D

1− β

T∑

t=1

at∥Mt∥∗ =
T∑

t=1

at Reg
[β]
t (D)−

T∑

s=1

⟨Gs ,Xs⟩

ラウンド s の損失は時刻 t ≥ s の恒等式に重み βt−s で現れ，合計は ∑
t≥s atβ

t−s = (1− βT−s) + βT−s = 1② 最後の項の期待値は L(W0)− E[L(WT )] ≤ ”Lリグレットが小さければ ∑
t at∥Mt∥∗ も小さい

③ 出力：確率 P(τ = t) = at(1−βt)
(1−β)T で τ を選び W̄τ を返す（discounted O2NC）

重み at で ② を使い，因子 1− βt は停留性の不等式の分母と相殺
E∥∇L(W̄τ )∥[ρ]∗ ≤

1

DT

(∑T
t=1 at E[Reg

[β]
t (D)] +”L

)
+雑音項
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t=1

at∥Mt∥∗ =
T∑

t=1

at Reg
[β]
t (D)−

T∑

s=1

⟨Gs ,Xs⟩

ラウンド s の損失は時刻 t ≥ s の恒等式に重み βt−s で現れ，合計は ∑
t≥s atβ

t−s = (1− βT−s) + βT−s = 1② 最後の項の期待値は L(W0)− E[L(WT )] ≤ ”Lリグレットが小さければ ∑
t at∥Mt∥∗ も小さい

③ 出力：確率 P(τ = t) = at(1−βt)
(1−β)T で τ を選び W̄τ を返す（discounted O2NC）

重み at で ② を使い，因子 1− βt は停留性の不等式の分母と相殺
E∥∇L(W̄τ )∥[ρ]∗ ≤

1

DT

(∑T
t=1 at E[Reg

[β]
t (D)] +”L

)
+雑音項



24 / 45O2NC の保証
補題 (Jiang et al., 2026)ステップ幅 D = (1− β)ρ/(4β) の discounted O2NC は次を満たす：

E∥∇L(W̄τ )∥[ε]∗ ≤
4”L

(1− β)ρT︸ ︷︷ ︸
L(W0) と下限の差

+
1

T
E
[
Reg[β]T (1) + (1− β)

∑

t<T

Reg[β]t (1)
]

︸ ︷︷ ︸学習器の discounted regret

+
(
1− β +

β

T

) √
r σ√

1− β2

︸ ︷︷ ︸雑音
Reg[β]t (1)：∥U∥op ≤ 1 に対する Xs/D の discounted regret で，Reg[β]t (D) = D · Reg[β]t (1)．

証明：前のスライドまでの議論と，マルチンゲールによる雑音の評価（付録）

• 学習器に依存するのは discounted regret だけ
• すべての t で E[Reg[β]t (1)] ! B/

√
1− β（B ≍

√
r(Γ+ σ)）なら，

1− β ≍ (ε/B)2， T ≍ ”LB
2/(ρε3) + B2/ε2 で上界は ! ε

次：有限回の Newton–Schulz 反復を用いる Muon の discounted regret
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26 / 45一般のスペクトル写像を用いる Muon

写像 hq をスペクトル写像 h に置き換え，正規化定数 C > 0 を固定（Muon は C = Gop）：
Xt+1 = −DHh(Mt/C ) Hh(UΣV$) = U diag

(
h(σi )

)
V$

仮定写像 h : [0,∞)→ [0, 1] は連続かつ非減少で，次を満たす：
(i) h(0) = 0

(ii) Lip(h) := supx /=y |h(x)− h(y)|/|x − y | <∞
(iii) ”(h) :=

∫∞
0

(
1− h(x)

)
dx <∞

0 1
0

1

h

厳密な直交化

網掛け：∆(h)破線：傾き Lip(h)

特異値 x（正規化後）

”(h)：厳密な直交化に対する h の近似誤差厳密な直交化：” = 0 だが Lip =∞有限回の Newton–Schulz 反復 hq（[1,∞) 上で hq = 1）：どちらも有限
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27 / 45一般のスペクトル写像に対する discounted regret

定理
E
[
Reg[β]t (D)

]
≤ D

( rC ”(h)

1− β︸ ︷︷ ︸ペナルティ項
+

2Γ2 Lip(h)

C︸ ︷︷ ︸安定性項

)

Reg[β]t (D) = max‖U‖op≤D
∑

s≤t β
t−s′Gs ,Xs − U∞

follow-the-regularized-leader（FTRL）やオンライン鏡像降下法の解析と同様の，ペナルティ項と安定性項のトレードオフ (Shalev-Shwartz, 2012; McMahan, 2017)

有限回の Newton–Schulz 反復：q を増やすと ”(hq) は減少，Lip(hq) は増加反復回数 q でペナルティ項と安定性項の釣り合いを調整有限回の Newton–Schulz 反復を用いる Muon は，それ自体が FTRL（後述）
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28 / 45証明の方針：更新はポテンシャルの勾配
平滑化したポテンシャル
Φ̃(M) := C

∑r
i=1 φh

(
σi (M)/C

)
, φh(x) :=

∫ x
0 h(u) du

0 0.5 1 1.5
0

0.5

1

1.5

∆(h3)

特異値 x（正規化後）

x（厳密な直交化）
φh3
φh0

補題 Φ̃ は凸かつ連続微分可能で ∇Φ̃ = Hh(·/C )．よって更新は
Xt+1 = −DHh(Mt/C ) = −D∇Φ̃(Mt)：モメンタムでのポテンシャルの勾配
証明． 一般に φ が凸・微分可能で φ′(0) = 0 なら，F (S) :=

∑
i φ(σi (S)) も凸・微分可能で，

∇F (UΣV!) = U diag(φ′(σi (S)))V
!.

φ = φh にこれを適用すれば良い．ポテンシャルの勾配を選ぶ学習器：gradient-based prediction algorithm (Abernethy et al., 2014)

exact-polar Muon: polar(M) ∈ ∂∥M∥∗ なので，M '→ ∥M∥∗が対応するポテンシャル
（h = 1{x > 0} では φh(x) = x，Φ̃ = ‖·‖∗）
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29 / 45証明：モメンタムによるリグレット分解
補題ポテンシャル Φ̃ の Bregman ダイバージェンスを BΦ̃ とすると，

Reg[β]t (D) =
D

1− β

(
∥Mt∥∗ − Φ̃(Mt)︸ ︷︷ ︸ペナルティ項

+
t∑

s=1

βt−sBΦ̃(Ms∥Ms−1)

︸ ︷︷ ︸安定性項

+
t−1∑

s=1

βt−s−1Vs

︸ ︷︷ ︸
≤0

)

ただし Vs := (1− β)
(
Φ̃(Ms)− ⟨Ms ,∇Φ̃(Ms)⟩

) とする．

方針：
1. 双対性より Reg[β]t (D) =

∑
s≤t β

t−s⟨Gs ,Xs⟩+ D
1−β∥Mt∥∗（モメンタムの恒等式）

2. 勾配を (1− β)Gs = (Ms −Ms−1) + (1− β)Ms−1 と分解：Bregman ダイバージェンスと
Φ̃(Ms)− Φ̃(Ms−1) が現れ，後者の割引和を整理した残りが Vs累積勾配による分解 (Abernethy et al., 2014; Jiang et al., 2026) と異なり，モメンタムで分解これにより，雑音のない平滑な目的関数で最適な ε−2 の依存性を達成
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30 / 45証明：ペナルティ項
Φ̃(M) = C

∑r
i=1 φh

(
σi (M)/C

)， φh(x) =
∫ x
0 h(u) du

核ノルムは ∥M∥∗ = ∑r
i=1 σi (M) なので

∥M∥∗ − Φ̃(M) =
r∑

i=1

(
σi (M)− Cφh

(
σi (M)/C

))
= C

r∑

i=1

∫ σi (M)/C

0

(
1− h(u)

)
du

≤ C
r∑

i=1

∫ ∞

0

(
1− h(u)

)
du = rC ”(h)

また h ≤ 1 なので，この差は非負

ペナルティ項： D

1− β

(
∥Mt∥∗ − Φ̃(Mt)

)
≤ D rC ”(h)

1− β
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31 / 45証明：安定性項
事実.写像 h が Lipschitz で h(0) = 0 なら ∥Hh(X )−Hh(Y )∥F ≤ Lip(h) ∥X − Y ∥F．よって ∇Φ̃ = Hh(·/C ) は ∥·∥F に関して (Lip(h)/C )-Lipschitz．

安定性項．
∇Φ̃ が L-Lipschitz なら
BΦ̃(X‖Y ) ≤ L

2 ‖X − Y ‖2F
EBΦ̃(Ms∥Ms−1) ≤

Lip(h)

2C
E∥Ms −Ms−1∥2F

E‖Ms −Ms−1‖2F ≤ 4(1− β)2Γ2 ≤ 2 Lip(h)(1− β)2Γ2

C

重み βt−s で足し合わせると（(1− β)
∑t

s=1 β
t−s ≤ 1）

安定性項： D

1− β

∑t
s=1 β

t−s EBΦ̃(Ms∥Ms−1) ≤ D
2Γ2 Lip(h)

C

最後の項． Φ̃ は凸で Φ̃(0) = 0 なので，
0 = Φ̃(0) ≥ Φ̃(Ms)− ⟨Ms ,∇Φ̃(Ms)⟩ =

Vs

1− β
.
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C

重み βt−s で足し合わせると（(1− β)
∑t

s=1 β
t−s ≤ 1）

安定性項： D

1− β

∑t
s=1 β

t−s EBΦ̃(Ms∥Ms−1) ≤ D
2Γ2 Lip(h)

C

最後の項． Φ̃ は凸で Φ̃(0) = 0 なので，
0 = Φ̃(0) ≥ Φ̃(Ms)− ⟨Ms ,∇Φ̃(Ms)⟩ =

Vs

1− β
.
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5. 有限回の Newton–Schulz 反復を用いる Muon

6. Newton–Schulz 反復以外の写像
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33 / 45スペクトル写像としての有限回 Newton–Schulz 反復
写像 f (x) = 15

8 x −
5
4x

3 + 3
8x

5 に対し，
[0, 1] 上で hq = f ◦q，[1,∞) 上で hq = 1：連続かつ非減少で，hq(0) = 0

補題定数 A := f ′(0) = 15/8 に対し，
Lip(hq) = Aq,

1

2Aq
≤ ”(hq) ≤

1

Aq + 1

∆(h) =
∫∞
0

(
1− h(x)

)
dx反復回数を増やすと，ギャップは指数的に縮小，傾きは指数的に増大一様な誤差は縮まない：任意の q で supx>0

(
1− hq(x)

)
= 1

0 0.5 1
0

0.5

1
厳密な直交化

特異値 x（正規化後）

q = 0
q = 1
q = 2
q = 3

網掛け：∆(h3)，破線：h3 の 0 での傾き A3
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下界． Lip(hq) = Aq より各 x ≥ 0 で
hq(x) ≤ min{Aqx , 1} なので，ギャップは三角形を含む：

”(hq) ≥
∫ A−q

0

(
1− Aqx

)
dx =

1

2Aq

0 A−q 1
0

1

hq

min{Aqx , 1}

上界（方針）． 関数 gL(x) := 1− (1− x)L は f ≥ gA かつ gL ◦ gL′ = gLL′ を満たすので，
f の単調性より [0, 1] 上で hq = f ◦q ≥ g◦q

A = gAq となり
”(hq) ≤

∫ 1

0

(
1− gAq(x)

)
dx =

∫ 1

0
(1− x)A

q
dx =

1

Aq + 1
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35 / 45有限回 Newton–Schulz 反復での discounted regret

一般の h に対する定理（C = Gop）と補題（”(hq) ≤ A−q，Lip(hq) = Aq）より
E[Reg[β]t (D)] ≤ D

( rGop”(hq)

1− β︸ ︷︷ ︸ペナルティ項
+

2Γ2 Lip(hq)

Gop︸ ︷︷ ︸安定性項

)

≤ D
( rGop

(1− β)Aq
+

2Aq Γ2

Gop

)

反復回数 q を増やすと，ペナルティ項は減少，安定性項は増加
q →∞ で安定性項は発散：厳密な直交化が 0 で不連続であることの反映

2 項を釣り合わせると：
定理

q =
⌈
logA

Gop
√
r

Γ
√
1− β

⌉ とすると E[Reg[β]t (D)] ≤ (1 + 2A)D Γ

√
r

1− β

D で割ると，すべての t で E[Reg[β]t (1)] ! B/
√
1− β：O2NC の保証に必要な条件
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36 / 45数値例
非凸・非平滑な問題（Jiang et al., 2026 の変種），W ∈ R20×20，β = 0.9，学習率 = D
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• 学習率 0.01（左）：反復回数が少ない（q = 0, 2）と低速
• 学習率 0.05（右）：exact-polar Muon（SVD）と q = 10 は振動，q = 0 は低速高速かつ安定なのは q = 2, 5

ペナルティ項と安定性項のトレードオフと整合（反復点での勾配を使用，ベンチマークではない）
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37 / 45主結果：非凸・非平滑な目的関数
定理定数を B :=

√
r ((1 + 2A)Γ+ σ) ≍

√
r(Γ+ σ) とし，ε ≤ B とする．有限回の

Newton–Schulz 反復を用いる Muon を学習器として，discounted O2NC を
1− β =

( ε

3B

)2
, D =

(1− β)ρ

4β
, q =

⌈
logA

3BGop
√
r

Γε

⌉

で実行する．このとき
T = O

(”L r(Γ+ σ)2

ρ ε3
+

r(Γ+ σ)2

ε2

)

個の確率的勾配で，出力 W̄τ は期待値の意味で (ρ, ε)-停留点となる．
W̄τ：discounted O2NC の出力（勾配評価点の重み付き平均）

証明：discounted regret O(Γ
√
r/(1− β)) + O2NC の保証（1− β ≍ (ε/B)2）
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38 / 45比較：非凸・非平滑な目的関数
各手法が (ρ, ε)-停留点を得るのに必要な確率的勾配の数（NS：Newton–Schulz 反復）：
手法 平滑化 直交化 確率的勾配の数
exact-polar Muon なし 厳密 discounted O2NC の保証の対象外
Pion (Jiang et al., 2026) ガウス摂動 厳密 O

(
max

{ ε2‖Q‖2∗∆L

ρε3
,
ε2‖Q‖2∗

ε2
,
εrG
ε

})

Leon (Jiang et al., 2026) hyperbolic smoothing 厳密 O
(
max

{ ‖Q‖2∗∆L

ρε3
,
‖Q‖2∗
ε2

,
rG
ε

})

本研究 有限回 NS
NS 反復の回数
q = O(log(1/ε))

O
(
max

{ r(Γ+ σ)2∆L

ρε3
,
r(Γ+ σ)2

ε2

})

• 主要項 ρ−1ε−3 は共通，Pion と Leon の仮定は E[GtG!
t ] ≼ Q2 と ∥Gt∥op ≤ G（確率 1 で）定数 ∥Q∥2∗ と r(Γ+ σ)2 は異なる仮定に由来し，直接比較は不可能

• Pion の上界は，polar factor の期待値を厳密に計算できることを仮定
Monte Carlo 版でこの上界を保つには，各ラウンドで T 個のサンプルが必要

• Pion と Leon の上界は ε が十分小さいときに成立（ν = (n/(n − r − 1))1/4）



39 / 45平滑な非凸目的関数
仮定さらに，任意の W ,W ′ に対し ∥∇L(W )−∇L(W ′)∥∗ ≤ Lop∥W −W ′∥op．
定理目標精度を ε ≤ 12rGop とする．Muon を学習器として，q = ⌈logA(12rGop/ε)⌉と適切な β，D で discounted O2NC を実行すると，

T = O
(Lop”L

ε2
+

rσ2

ε2
+

rσ2Lop”L
ε4

)

個の確率的勾配で E∥∇L(W̄τ )∥∗ ≤ ε となる．
精度 ε について最適：雑音なし ε−2 (Carmon et al., 2020)，雑音あり ε−4 (Arjevani et al., 2023)

証明の考え方：
• (ρ, ε) から ε へ：∥∇L(W )∥∗ ≤ ∥∇L(W )∥[ρ]∗ + Lopρただし，ρ = ε/Lop として非平滑な場合の上界を使うだけでは，雑音がなくても ε−4

• 安定性項：Ms −Ms−1 を信号と雑音に分解し，信号は Lip(hq) によらずに評価モメンタムが勾配に追従するため信号は小さく（平滑性），Aq が掛かるのは σ2 だけ
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40 / 45比較：平滑な非凸目的関数
文献 決定論的 確率的 直交化
Kovalev (2025) O

(Lop∆L

ε2

)
O
(
max

{Lop∆L

ε2
,

√
rσ
ε

,
r 3/2σ3

ε3
,
rσ2Lop∆L

ε4

}) 厳密
Shen et al. (2026) O

(Lop∆L

ε2

)
O
(
max

{Lop∆L

ε2
,

r 2σ4

Lop∆Lε2
,
rσ2Lop∆L

ε4

}) 厳密
Shulgin et al. (2026) O

( (1 + δ)2Lop∆L

(1− δ)2ε2

)
O
( (1 + δ)rσ2Lop∆L

(1− δ)4ε4

) 近似 LMO

Kim and Oh (2026) O
(χ2

qLop∆L

ε2

)
O
(
max

{χ2
qLop∆L

ε2
,
χ2
qr

2σ2

ε2
,
χ4
qrσ

2Lop∆L

ε4

}) 有限回 NS

本研究 O
(Lop∆L

ε2

)
O
(
max

{Lop∆L

ε2
,
rσ2

ε2
,
rσ2Lop∆L

ε4

}) 有限回 NS

• 主要項は exact-polar Muon の上界と一致し，Kim and Oh (2026) と比べて因子 χq がなく，
r2σ2/ε2 が rσ2/ε2 に改善（アルゴリズムは少し異なる）

• δ < 1：近似的な線形最小化オラクル（LMO）の一様誤差 χq = (1− εq)−1，
εq：q 回の NS 反復の一様誤差

• 本研究は ∥Gt∥op ≤ Gop（確率 1 で）と，Frobenius ノルムでの二次モーメントの上界も仮定



41 / 45有限回 Newton–Schulz 反復を用いる Muon は FTRL

定理関数 φh （φh(x) =
∫ x
0 h(u) du）の Fenchel 共役 φ∗

h を用いて，正則化関数を
Rh,C (X ) := DC

∑
i φ

∗
h

(
σi (X )/D

) とすると，
Xt+1 ∈ argmin

‖X‖op≤D

{ t∑

s=1

βt−s⟨Gs ,X ⟩+
Rh,C (X )

1− β

}

0 0.5 1
0

0.25

0.5

a = σi (X )/D

q = 0
q = 1
q = 2
q = 3

特異値ごとの正則化関数 φ∗
hq
(a)

正則化の強さ
q

q = 0
Frobeniusノルムの二乗

有限の q
FTRL（Muon）

q →∞正則化なし：
FTL

反復回数で正則化の強さを調整
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43 / 45ギャップと傾きのトレードオフは避けられない
任意の h（0 ≤ h ≤ 1，h(0) = 0）は
h(x) ≤ min{Lip(h) x , 1} を満たすので，ギャップは三角形を含む：

”(h) ≥ 1

2 Lip(h)

ギャップを小さくするには，大きい傾きが必要
ギャップ ∆(h) =

∫∞
0

(
1− h(x)

)
dx，傾き Lip(h)

有限回の反復は ”(hq) ≤ 1/ Lip(hq)：高々 2 倍の差で最適
任意の次数 κ ≥ 1 の Taylor 多項式による
Newton–Schulz 反復でも同様（Muon は κ = 2）：
A を，次数 κ の多項式 fκ の 0 での傾き
Aκ = f ′κ(0) に置き換えるだけ

0 1/ Lip(h)
0

1

h

min{Lip(h) x , 1}

薄い部分：ギャップ ∆(h)，濃い部分：三角形



44 / 45別のスペクトル写像：SoftMuon

SoftMuon (Feoktistov et al., 2026)：同じモメンタム Mt = U diag(σi )V# に対し
Xt+1 = −D Mt

(
M#

t Mt + a−2I
)−1/2

= −D U diag
(
h̃a(σi )

)
V#, h̃a(x) =

ax√
1 + a2x2

ただし a > 0 は平滑化のパラメータ
Mustafi et al. (2026) の regularized Muon も同じ写像

本研究の仮定を満たし，傾きとギャップは
Lip(h̃a) = a, ”(h̃a) =

1

aよって同じ保証が成立：反復回数 q の代わりに a で調整
SoftMuon は学習中に a を変更し，反復点での勾配を使用本研究の保証は，a を固定して
discounted O2NC の中で使う場合

0 0.5 1
0

0.5

1

特異値 x（正規化後）

h3

h̃a, a = A3

厳密な直交化

0 での傾きは同じギャップが小さいのは h3
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M#

t Mt + a−2I
)−1/2

= −D U diag
(
h̃a(σi )

)
V#, h̃a(x) =

ax√
1 + a2x2

ただし a > 0 は平滑化のパラメータ
Mustafi et al. (2026) の regularized Muon も同じ写像
本研究の仮定を満たし，傾きとギャップは

Lip(h̃a) = a, ”(h̃a) =
1

aよって同じ保証が成立：反復回数 q の代わりに a で調整
SoftMuon は学習中に a を変更し，反復点での勾配を使用本研究の保証は，a を固定して
discounted O2NC の中で使う場合
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45 / 45まとめ
有限回の Newton–Schulz 反復は，誤差ではなく平滑化として働く：

Muon を follow-the-leader から follow-the-regularized-leader へ
1. 平滑化． 0 での跳びを有限の傾きに緩和

exact-polar Muon（q =∞）は FTL

2. トレードオフ． discounted regret ≤ペナルティ項 ∝ ”(h) + 安定性項 ∝ Lip(h)反復回数 q で両者の釣り合いを調整
3. 保証． O2NC の中で q = O(log(1/ε))：

O(ρ−1ε−3 + ε−2) 個の確率的勾配で (ρ, ε)-停留点平滑な目的関数では ε について最適
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q = 1

特異値 x（正規化後）

厳密な直交化
厳密な直交化とのギャップ
0 での傾き

実際の Muon との違い（今後の課題）
• 正規化：定数 Gop vs. データ依存の正規化（例：‖Mt‖F）
• 係数：Taylor 係数 vs. 経験的に調整した 5 次多項式
• ランダムな勾配評価点と平均化した出力（O2NC） vs. 反復点での勾配
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